
第!"卷#第!$期#%&!"年'月
!'"!!!$!("%&!"#!$)&!G%)&"

#

科#学#技#术#与#工#程
*+,-.+-/-+0.121345.6 7.3,.--8,.3

#

912:!"#;1:!$#<=.>%&!"

!

#%&!"#*+,:/-+0:7.383:

力学

主共振纳米梁非线性振动电容控制
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摘#要#针对纳米梁非线性振动控制问题!以7=2-8)P-8.1=22,梁为模型!提出了纳米梁非线性振动电容式传感器控制方法$

纳米梁电容器电容值随纳米梁的振动而变化!纳米梁电容式传感器根据电容变化提取振动信号!并将放大后的振动信号传递
给控制器以控制纳米梁的非线性振动$ 应用多尺度法得到系统的近似解!推导出系统主共振的幅频响应方程$ 应用数值模
拟方法!通过不同控制参数下的幅频图分析了纳米梁振动的非线性动力学行为$ 研究表明!该方法能够有效地控制纳米梁的
非线性振动!通过选取适当的控制参数能够削弱甚至消除纳米梁非线性振动特性$

关键词#非线性振动控制##纳米梁电容式传感器##主共振##多尺度法
中图法分类号#AB%%%####文献标志码#K
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##微纳米制造技术的快速发展促进了纳机电系统
".5.1-2-+D81H-+05.,+52S4SD-H$;7Y*#器件的发展
和广泛应用$先后被成功应用于通讯(航天(生命科
学等领域)!!(*

' 纳米梁作为纳机电系统的基础元
件$由于尺寸小(质量轻(灵敏性高$在静电驱动力作
用下其振动行为表现出突跳(多值(吸合不稳定等非
线性动力学特性$这些不稳定因素阻碍了;7Y*器
件的发展$因此关于纳米梁非线性振动的研究成为
微纳机电系统研究的热点问题之一)'$"*

'

近年来$微纳机电系统非线性振动理论得到了
较大的发展和应用$已经成为国内外动力学研究领
域内的前沿课题' !?$$ 年美国加州大学伯克利分
校的/5,等)$$?*成功地用微电子平面加工技术研制
出了直径仅有!&&

&

H左右的硅微机械马达$ 使构
成完整的微型机电系统成为可能' 微机电系统"H,)

+81-2-+D81H-+05.,+52S4SD-HS$Y7Y*#和纳机电系统
迅速成为研究的热点问题' 基于变电容式非线性动
力学模型' 张文明等)!&*采用谐波平衡法研究了
Y7Y*静电微悬臂梁在参数激励和强迫激励耦合作
用下的非线性特性$讨论了非线性弹簧刚度和压膜

阻尼引起的非线性对系统的影响' Y5++58,

)!!*应用
渐近摄动法得到系统幅频响应方程$应用时滞状态
反馈法研究了悬臂梁的主共振控制$得出结论通过
选取适当的反馈增益和时间延迟能够实现振动控制
和大振幅抑制' 张琪昌等)!%*应用压膜阻尼理论$分
析了微机械谐振器的动力学特性$研究了空气阻尼
和静电刚度对双端固支微梁自由振动时的运动形
态(谐振响应等性能参数的影响' 基于非局部连续
介质理论$@5.3和J,

)!B*分析了初始轴向力和小尺
度效应对纳米梁非线性主共振的影响$用多尺度法
得到系统幅频响应方程$对纳米梁稳定性进行了
分析'

振动信号提取是非线性振动控制中的重要环
节$微纳机电系统传感器由于响应快(输出信号易于
处理等特点被广泛应用于振动信号提取装置' 压电
式传感器被应用于悬臂梁非线性振动的分阶最优控
制)!G*

$但在使用时需要将压电片黏贴在被测件表
面$纳米梁尺寸小$固定比较困难' 微压力式传感器
对力的变化比较敏感$用来提取静电激励作用下纳
米梁的振动信号时误差较大)!(*

$且其体积相对较大
不易安装在微纳机电系统中' 与其他类型的传感器
相比$电容式传感器不仅结构简单(灵敏度高(动态
响应特性好$而且能够进行非接触式的无线无源测
量)!'*

$能够根据纳米梁与极板间距离的变化准确提
取振动信号'

以两端固支7=2-8)P-8.1=22,梁为振动模型$对
主共振静电激励纳米梁非线性振动电容控制进行研
究' 纳米梁电容式传感器根据纳米梁与极板间形成
的纳米梁电容器电容值的变化提取振动信号$并将



放大后的振动信号传递到控制器$作为控制信号控
制纳米梁的非线性振动' 通过哈密顿原理建立在控
制力作用下的纳米梁非线性弯曲振动方程$采用多
尺度法得到系统的近似解$推导出主共振幅频响应
方程' 通过数值算例$分析激励电压(阻尼(反馈增
益参数和纳米梁参数对振幅和系统振动稳定性的影
响规律'

!"纳米梁非线性振动模型
以两端固支的纳米梁为模型"如图! 所示#'

模型中$纳米梁上表面到与其平行的上极板间距离
和下表面到下极板间距离相等$纳米梁的长度尺寸
远大于其宽度和高度' 纳米梁与极板间存在电容$

形成纳米梁电容器' 控制电路由纳米梁电容器(控
制电压'和电阻组成' 纳米梁在激励电压作用下
振动$导致纳米梁与平行极板间距离发生变化$纳米
梁电容器电容随之变化' 电容的变化量和纳米梁挠
度间的关系可表示为
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#为纳米梁振动的挠度$@为纳米梁
与平行极板间的初始距离$?为纳米梁的横截面积$
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为自由空气介电常数'

图!#纳米梁非线性振动模型
W,3>!#/0-H16-21T.5.1V-5H.1.2,.-58U,V85D,1.

控制电路中的电压
%

'作为振动信号用来控制
纳米梁的非线性振动$可表示为

%

'*

A">$&

!

#/

@

"%#

作用于纳米梁与平行极板间激励电压的平方为
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为直流激励电压$'

&

为交流激励电压幅
值$

'

! 为激励信号频率' 分析式"B#得到$静电激
励电压及其所产生的静电力可以分为三部分$静态
部分" '
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由哈密顿原理得到在静电激励作用下两端固支
纳米梁的弯曲振动方程为)!"*
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+表示对时间的导数$o表示对位移>的导数%B(C(
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分别为杨氏模量(截面惯性矩和纳米梁密度% -和F

分别为纳米梁的长度和宽度%9为阻尼系数%8为反
馈增益参数'
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#*$则控制力作用下的纳
米梁无量纲非线性弯曲振动方程可表示成如下形式
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$"非线性振动控制分析
$:!"多尺度分析

本文只考虑激励电压静态部分和一介谐波部分
对纳米梁非线性振动的影响$则式"(#可表示为
H

++

"I$&# ;HDD"I$&# *5JH

+

;,

"

!

&

HE

%

6 {IHD5

!

)! ;H"I$&#*

%

;

G

! ;H"I$&

}
#

KH

%

"I$&#

{
;

!

)! 5H"I$&#*

%

;

G

! 5H"I$&

}
#

<

(

"! ;%/

5+

+1S

'

&# "'#

式"'#中
(

*

&

&

F-

G

'

%

h

3)%3"@

B

BC#*$/

5+

*'

&

3'

h

'
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(!3"! ;H# 进行泰勒级数展开$由于纳
米梁的挠度是位移小量$舍去高阶项' 假设纳米梁
振动系统是弱非线性系统$则系统参数可用小参数
变量

&

表示$得到纳米梁非线性弯曲振动方程为
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应用多尺度法假设式""#近似解的形式为)!$*
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!$期 巩庆梅$等&主共振纳米梁非线性振动电容控制
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&为慢变时
间尺度$
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是无量纲参数'

把式"$#和其对时间的导数代入式""#$比较公
式左右两边
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同次幂的系数$得到一组线性偏微分
方程$即&
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考虑外激励频率近似等于固有频率的主共振情
况$则激励频率为
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是激励频率失调参数'

式"?#的近似解表示成如下形式&
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将式"!%#(式"!B#代入式"!&#$由此得到消除
永年项的条件为
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将式"!(#代入式"!G#$分离实部和虚部$得到
一次近似振幅,
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性特性%当非线性项/
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P&$系统振动呈现为软式非

线性特性%当非线性项/

K

*&$系统振动呈现线性特
性' 求得保证系统振动为线性的临界控制电压为
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分析可得$临界控制电压与直流激励电压(反馈
增益参数和纳米梁参数有关'

$:$"定常解幅频响应分析
为确定稳态运动定常解振幅,
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系统主共振的幅频响应方程和相频响应方程为
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根据式"%!#可以得到激励电压(阻尼(反馈增
益参数和纳米梁参数对纳米梁振动系统幅频响应的
影响规律$以及对纳米梁振动稳定性的影响规律'
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9"案例分析
纳米梁振动表现出多值(跳跃和分岔等非线性

现象$这些现象对纳米梁振动稳定性有非常显著的
影响' 应用理论分析和数值模拟的方法$研究硅纳
米梁非线性振动控制' 纳米梁参数值如表!所示'

通过幅频响应和相频响应方程得到纳米梁非线性振
动控制因素包括激励电压(阻尼(反馈增益参数和纳
米梁参数等' 以纳米梁一阶振动模态为例分析控制
参数和系统参数对硅纳米梁非线性振动及振幅的影
响规律'
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表!"纳米梁物理参数
%&'()!"=>.1,4&(<&5&2)-)51/06&6/')&2

参数 符号 参数值
纳米梁长度I

&

H - B&

纳米梁宽度I.H F (&&

纳米梁高度I.H Q B&&

梁与极板间的初始距离I.H @ (&&

纳米梁密度I"e3+H

LB

# !

% BB&

杨氏模量IgC5 B !'?

控制电压I9 / !:(

自由空气介电常数I"Z

%

+;

L!

+H

L%

#

&

&

$:$(G !̀&

L!%

##图%给出了交流激励电压幅值不同时的幅频响
应曲线' 当交流激励电压幅值等于%:( 9和%:& 9

时$共振频率点的右区间$在最大振幅点处发生跳跃
现象$振动响应不稳定' 当交流激励电压幅值减小
至!:G 9时$振动趋于稳定$振动响应曲线向右偏移
$

*&轴减缓' 从图可以看出$随着交流激励电压
幅值增加$最大振幅逐渐增大$幅频响应曲线向右逐
渐远离

$

*&轴$呈现硬式非线性振动特性'

图%#交流激励电压幅值不同时的幅频响应曲线
W,3>%#KHE2,D=6-)T8-a=-.+4+=8U-ST186,TT-8-.D

5HE2,D=6-1TKZ-[+,D5D,1. U12D53-

无量纲阻尼不同时的幅频响应曲线如图B 所
示' 可得$当频率远离共振频率点时$阻尼对振幅影
响较小' 增大阻尼可使最大振幅减小' 随着无量纲
阻尼的增大$振动响应逐渐趋于稳定$多值区间逐渐
减小至消失$最大振幅点与共振频率点的偏移量逐
渐减小$这与实际情况相符' 分析得&当无量纲阻尼
增大至&:&G! $时$最大振幅点与共振频率点的偏
移量近似为零$这说明较大的阻尼值可以明显地削
弱甚至消除振动的非线性'

图G描述了当参数'

&

M%:& 9('

h

M%:& 9时$

反馈增益参数不同时的幅频响应曲线' 可得$反馈
增益参数对最大振幅影响较小$当频率远离共振区
域时$反馈增益参数对振幅影响也较小' 在反馈增
益参数逐渐增加的过程中$纳米梁振动逐渐从硬式
非线性向软式非线性过渡' 当反馈增益参数等于
((时$最大振幅点近似在

$

*&处得到$纳米梁振
动呈现线性振动' 通过图G及幅频响应方程可以得

图B#无量纲阻尼不同时的幅频响应曲线
W,3:B#KHE2,D=6-)T8-a=-.+4+=8U-ST186,TT-8-.D

6,H-.S,1.2-SS65HE,.3+1-TT,+,-.D

图G#反馈增益参数不同时的幅频响应曲线
W,3:G#KHE2,D=6-)T8-a=-.+4+=8U-ST186,TT-8-.D

E585H-D-8S1TT--6V5+e 35,.S

到$反馈增益参数通过改变非线性项的值实现对纳
米梁非线性振动的控制' 因此通过选取适当的反馈
增益参数值可以实现纳米梁的稳态振动'

纳米梁与极板间的初始距离不同时的幅频特性
响应曲线见图(' 当纳米梁与极板间的初始距离为
G(& .H和G"& .H时$在

$

*&的左区间$存在多值
区间$系统振动不稳定$由于非线性项的作用$幅频
特性响应曲线向左偏离

$

*&轴' 由图得出$随着
纳米梁与极板间初始距离的增大$系统振动响应逐
渐趋于稳定$最大振幅减小$曲线向左偏离

$

*&轴
减缓'

图(#纳米梁与极板间初始距离不同时的幅频响应曲线
W,3:(#KHE2,D=6-)T8-a=-.+4+=8U-ST186,TT-8-.D

,.,D,526,SD5.+-V-DQ--. .5.1V-5H5.6 5

381=.6-6 S=VSD85D-

(G!
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图'和图"描述了当阻尼和交流激励电压幅值
不同时$最大振幅随纳米梁长度变化曲线' 由图'

和图"得到$当阻尼和交流激励电压幅值一定时$最
大振幅随着纳米梁长度的增大而增大' 当纳米梁长
度一定时$减小交流激励电压幅值或是增大阻尼值
都会使最大振幅减小$这与幅频响应曲线分析得出
的结论一致'

图'#阻尼不同时最大振幅随纳米梁长度变化曲线
W,3:'#Z=8U-S1TD0-E-5e 5HE2,D=6-U584,.3Q,D0

.5.1V-5H2-.3D0 T186,TT-8-.D65HE,.3+1-TT,+,-.D

图"#交流激励电压幅值不同时最大振幅随纳米
梁长度变化曲线

W,3:"#Z=8U-S1TD0-E-5e 5HE2,D=6-U584,.3Q,D0

.5.1V-5H2-.3D0 T186,TT-8-.D5HE2,D=6-1T

KZ-[+,D5D,1. U12D53-

当反馈增益参数不同时$临界控制电压随纳米
梁长度变化曲线如图$所示' 临界控制电压是保证
纳米梁振动为线性振动的电压' 由图$得到$当反
馈增益参数一定时$临界控制电压随纳米梁长度的
增大而减小' 当纳米梁长度一定时$临界控制电压
随反馈增益参数的增加而减小'

图?和图!&描述了当振幅和相角的初始条件
为零时的时间)振幅响应曲线和相位图' 令式"!'#

和式"!"#中的振幅和相位角的初始值为零$由
YK/JKP16-G(得到在控制力作用下的时间)振幅响
应曲线和相位图' 由图?和图!& 得到$系统的振动

图$#反馈增益参数不同时临界控制电压随纳米
梁长度变化曲线

W,3:$#Z=8U-S1T+8,D,+52+1.D812U584,.3Q,D0 .5.1V-5H

2-.3D0 T186,TT-8-.DE585H-D-8S1TT--6V5+e 35,.S

图?#初始条件为零的时间)振幅响应曲线
W,3:?#Z=8U-S1TD,H-)5HE2,D=6-8-SE1.S-Q,D0

f-81,.,D,52+1.6,D,1.S

图!&#初始条件为零的相位图
W,3:!&#Z=8U-S1TE05S-)5HE2,D=6-8-SE1.S-Q,D0

f-81,.,D,52+1.6,D,1.S

响应最终趋于稳定$稳定解为,

!

* &:!GG$

+

!

*

B:&'?'

F"结"论
研究了考虑主共振时静电激励纳米梁非线性振

动的电容控制' 通过纳米梁电容式传感器根据电容
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变化提取振动信号$经放大后作为控制信号控制纳
米梁的非线性振动' 通过理论分析和数值模拟相结
合的方法$以一阶纳米梁主共振模态为例$分析了阻
尼(激励电压(反馈增益参数等因素对纳米梁非线性
振动的影响$得出如下结论'

"!#通过分析幅频响应曲线得到$纳米梁振动
的稳定性及最大振幅主要是由阻尼(激励电压(反馈
增益参数及纳米梁与极板间初始距离决定的' 反馈
增益参数对最大振幅影响较小' 最大振幅随着纳米
梁长度的增大而增大$随着阻尼值和纳米梁与极板
间初始距离的增大而减小$随激励电压幅值的减小
而减小'

"%#纳米梁振动的非线性主要表现为多值(跳
跃等现象' 通过幅频响应分析得到选取适当的反馈
增益参数值及阻尼值能够削弱甚至消除纳米梁振动
的非线性' 反馈增益参数是通过改变非线性项的值
实现对纳米梁非线性振动的控制'

"B# 通过数值分析得出$临界控制电压随着纳
米梁长度的增大而减小$随反馈增益参数的增大而
减小' 选择适当的控制电压可以实现系统的稳态
振动'
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