向量理论在概率论中的应用
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摘 要:  通过在概率论中引入“零变量”概念，首次将向量空间理论应用于概率论的研究中，得到了同一样本空间
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上的全体随机变量所成的集合是一向量空间的结论，并且证明了两个随机变量
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上的全体随机变量所成集合成为一欧氏空间，从代数学的角度给予了概率论中的若干概念全新的解释。
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中图分类号：O213.2       文献标识码： A
1．引言

概率论和高等代数是数学学科的两个不同分支，高等代数研究的主要对象是向量[1-2]，而概率论的研究对象是随机变量[3-4]，传统意义上两门学科相对独立，甚少或没有交叉和关联。概率论的研究背景是现实生活中的随机现象，它广泛的应用于工业、农业、军事和科学技术中[3-4]，而向量理论在各个学科中也有广泛的应用 [5-6]。那么概率论和向量理论之间是否有关联？针对这一问题，本文通过提出“零变量”的概念，首次将高等代数中的向量空间理论应用于概率论的研究中，得出一些有意义的结果。文章在第二节讨论了随机变量所成的向量空间，得出了n个相互独立的随机变量
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一定向量无关；第三节证明了两个随机变量
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上的全体随机变量所成集合成为一欧氏空间：最后应用高等代数中有关欧氏空间理论，说明了概率论中若干定理是不证自明的事实。
2．随机变量所成的向量空间
定义1  服从退化分布的随机变量
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统称为零变量，也叫零向量．
定理1 设F为实数域，
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是一样本空间，U为
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上全体随机变量为元素所成的集合，则U是F上一向量空间．
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 我们容易验证它满足于向量空间的八个条件：1）
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3）在U中存在一个零向量，记做0，它具有以下性质：对于U中每一个向量
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 ；4）对于U中每一向量
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 对于这里定义的“零变量”和负向量，用同样的方法可证明高等代数中的以下两个命题。

命题1 在有随机变量所成的的向量空间U中，零向量是唯一的；对于U中的每一向量
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命题2 对于任意向量
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定义2（子空间）令U为随机变量所成的向量空间，V是U的一个非空子集，如果V对于U的加法及数乘封闭，就称V是U的一个子空间．
定理2  设W是样本空间
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上全体服从一维正态分布的随机变量所成集合（若
[image: image61.wmf]h

e

,

不独立，则
[image: image62.wmf])

,

(

h

e

服从二维正态分布），则W是U的一个子空间．
证明  若
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我们来验证W对U加法与数乘封闭：

（1）记
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即 
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  对向量加法封闭

（2）设
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  由文献[1-2]中的定理,
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可得   
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  即对数乘封闭，所以W是V一子空间，证毕．
定义3  设W是随机变量所成的向量空间U的一个子空间，U的子空间
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显然，由文献[1-2]可得：
定理3 若随机向量空间U是子空间W与
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证明 显然
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由定理3，很容易得到

定理4 同一样本空间
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上任何一个服从正态分布的随机变量
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定理5 同一样本空间
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该定理说明，概率论中的相互独立是不相关的充分条件，也是代数学中 “线性无关”的充分条件．
3．随机变量所成的欧氏空间

定理6 同一样本空间
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上全体随机变量所成集合U是实数域上一向量空间，则U中任两个向量
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(3)对任意实数
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可见有了零变量（零向量）定义．两随机变量的协方差即是向量内积．

定理7 设U是同一样本空间
[image: image141.wmf]W

上全体随机变量所成集合，将U中任两随机变量的协方差看作两向量的内积，则U是实数域R上的一欧氏空间．
4. 欧式空间中向量理论在概率中的应用

由上述定理，随机变量即是欧氏空间中的向量，于是欧氏空间中有关向量的理论在概率中都有应用．
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(2) 两随机变量
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(3) 概率论中的柯西—施瓦茨不等式也就是高等代数中柯西—施瓦茨不等式的应用，在概率论中  
[image: image155.wmf]2

[(,)]()()

COVDD

xhxh

£×

，在代数学中
[image: image156.wmf]>

><

£<

>

<

h

h

x

x

h

x

,

,

,

2

．

(4) 协方差的性质

定理8 两随机变量
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证明 
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 ． 证毕．
定理8说明，两随机变量之和的离散度不大于两随机变量的离散度之和．

推论 任n个随机变量
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证明 （1）当n=1时，成立．
         （2）设n=k时成立，当n=k+1时
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（5）两随机变量不相关与向量正交

在概率论中，两随机变量不相关是指若
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>=0.此时在代数学中，称向量
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[image: image177.wmf]x

与
[image: image178.wmf]h

不相关即是向量
[image: image179.wmf]x

与
[image: image180.wmf]h

正交．
参考文献
[1] 张禾瑞，郝柄新. 高等代数[M].高等教育出版社， 1999,310-318.
[2] 北京大学数学系几何与代数教研室. 高等代数[M]. 高等教育出版社，2007.

[3] 车容强主编. 概率论与数理统计[M].复旦大学，2007.
[4] 缪铨生.概率与数理统计[M] .华东师范大学出版社， 2000(5),212-217.
[5] 刘泽文. 相对论热力学向量理论[J]. 中国科学A辑，1994(09), 22-26.
[6] 刘录新. 相对论热力学向量理论的表述及应用[J]. 大连理工大学学报，1997(06) ,18-23.
Application Of Vector Space In Probability
Tongqi Zhang1  Feng Li1， 
( Weinan Teachers University,Weinan ,Shaanxi,714000)

Abstract   By introduction the null variable in probability, we firstly apply vector space theory in probability and obtain that set made of random variable of same sample space construct a vector space, and prove that covariance COV
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 of two sample variable is inner product 
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 of vector 
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. Further, we conclude the set made of total random variable of same sample space is a Euclidean Space. Thus we can explain some definitions of probability at the point of algebra.
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